
























0.1.  Soient S = Spec(A) un trait hensélien à orps résiduel algébriquement los, de
point fermé (resp. générique) s (resp. η), X un S-shéma plat, séparé de type ni, purement
de dimension relative n ∈ N, et lisse en dehors d'un unique point fermé x de la bre spéiale
Xs. On suppose de plus X régulier. Soit
(0.1.1) µ(X/S, x) = longOX,x Ext
1(Ω1X/S ,OX)x,
le nombre de Milnor de X en x ([SGA 7 xvi 1.2℄).
Soient η¯ un point géométrique loalisé en η, et ℓ un nombre premier inversible dans OS ;
le omplexe des yles évanesents sur Xs, noté Φ(Fℓ), est onentré en x et à ohomologie
onstrutible. Pour tout Fℓ-espae vetoriel de dimension nie M , muni d'une ation ontinue
de π1(η, η¯), on note dim totM l'entier dimFℓ(M) + Swan(M). Dans [SGA 7 xvi 1.9℄, P.
Deligne fait la onjeture suivante :
0.2 Conjeture (« Deligne-Milnor »).  Sous les hypothèses préédentes, on a l'égal-
ité :
(0.2.1) µ(X/S, x) = (−1)ndim totΦ(Fℓ)x.
Cette onjeture est démontrée dans lo. it. dans les trois as suivants :
 n = 0,
 X/S présente une singularité quadratique ordinaire en x,
 S est d'égale aratéristique.
0.3.  Plus généralement, ette onjeture a un sens dès que κ(s) est parfait. Cependant, on
ignore omment dénir un seond membre sans ette hypothèse. Notons que, d'après [Ill00℄,




0.4.  Soient S omme préédemment et X un S-shéma régulier, plat, séparé de type
ni, purement de dimension relative n, à bre générique lisse. Soit
Art(X/S) = dim totRΓ(Xs,Φ(Fℓ)),
le onduteur d'Artin. SiX/S est propre, le omplexe des yles prohes alule la ohomologie
de la bre générique géométrique, et l'on a
Art(X/S) = χ(Xη¯)− χ(Xs) + SwanRΓ(Xη¯ ,Fℓ).






et fait la onjeture suivante :
0.5 Conjeture (Bloh).  Supposons de plus X/S propre, on a :





Cette onjeture est démontrée par S. Bloh dans lo. it. pour n = 1, et par K. Kato et
T. Saito si l'on suppose que (Xs)réd est un diviseur à roisement normaux ([KS01℄).
0.6.  Dans [Ill72℄, L. Illusie dénit les dérivés du fonteur non additif Λn+1. Si ZX/S ⊂





(X)parf . La struture de shéma (non néessairement réduit) sur l'espae ZX/S est






X/S) = χ(X, LΛ
n+1Ω1X/S),




→ K(s) = Z. Le terme de droite de 0.6.1 nous
permet de dénir le seond terme de 0.5.1 en supposant seulement que ZX/S est propre sur s
et par là même d'émettre la onjeture suivante :
0.7 Conjeture.  Soient S et X omme dans 0.4. Supposons le lieu ZX/S de non lissité
de X/S propre sur s. On a :
Art(X/S) = (−1)nχ(X, LΛn+1Ω1X/S).
Nous verrons plus bas que 'est une généralisation ommune de 0.2 et 0.5. Le résultat
prinipal de ette note est le théorème suivant :
0.8 Théorème.  La onjeture 0.2 se déduit de la onjeture 0.5.
On en tire le
0.9 Corollaire.  La formule de Deligne-Milnor est valable en dimension relative 1.
0.10.  Nous vérierons dans la setion suivante que la onjeture 0.2 est équivalente à
la onjeture 0.7 dans le as où Z = {x}. En partiulier, 0.2 est équivalent à 0.5 si X/S
est propre et présente une unique singularité dans la bre spéiale. Il serait intéressant de
généraliser l'énoné 0.8 en une démonstration de l'impliation 0.5 ⇒ 0.7.
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0.11. Remeriements.  Ils vont en premier lieu à Lu Illusie qui a eu la gentillesse de me
faire part de ette question et de sa note [Ill99℄, dans laquelle on trouve le lien entre puissanes
extérieures dérivées et nombre de Milnor. Ses ommentaires sur les versions préédentes de e
texte en ont grandement amélioré la lisibilité. Enn, je remerie Mihel Raynaud à qui je dois
la démonstration du 2.8 et Ofer Gabber qui a eu l'amabilité de relire e texte et d'y déeler
quelques erreurs.
1. Nombre de Milnor et lasse de Bloh
Les hypothèses sont elles du 0.4.
1.1. Desription loale du lieu singulier.  Loalement sur X pour la topologie de
Zariski, il existe un S-shéma lisse P de dimension relative n+1 et une S-immersion régulière
i : X →֒ P (f. par exemple [KS01℄, 1). Pour simplier l'ériture, nous notons enore X un
tel ouvert. La suite exate en traits pleins
(1.1.1) 0 99K NX/P
d
→ i∗Ω1P/S → Ω
1
X/S → 0
est aussi exate à gauhe. En eet, le faiseau NX/P est loalement libre (de rang 1) par
hypothèse et l'exatitude à gauhe est valable en restrition à la bre générique Xη, supposée
lisse sur η. L'image JX du morphisme NX/P ⊗OX (i
∗Ω1P/S)
∨ → OX dénit un sous-shéma
fermé
e : Z →֒ X.
C'est l'idéal Jaobien J nX/S (f. [SGA 7 vi 5℄) abstraitement déni omme l'idéal de Fitting
Fittn(Ω
1
X/S). En partiulier, il est indépendant du hoix de P , e qui résulte aussi de 1.1.4.
De la suite exate 1.1.1, on déduit la suite exate :





Par tensorisation ave le faiseau (i∗Ωn+1P/S)
∨
, loalement libre de rang 1, on en déduit une suite
exate :









Ainsi, on a un isomorphisme
(1.1.4) OZ = OX/JX
∼
→ Ωn+1X/S ⊗OX (i
∗Ωn+1P/S)
∨,
1.2. Expression loale de T 1X/S = Ext
1(Ω1X/S ,OX).  Plaçons-nous dans un ouvert ane
onvenable de X, omme dans le paragraphe préédent. La résolution loalement libre de Ω1X/S
permet de aluler le faiseau T 1X/S . En appliquant le fonteur Hom(−,OX) à 1.1.1, on trouve
la suite exate :
(i∗Ω1P/S)
∨ → N ∨X/P → Ext
1(Ω1X/S ,OX)→ 0.
Tensorisant 1.1.3 ave N ∨X/P , on obtient un isomorphisme











Ainsi, T 1X/S a pour support Z, don est de longueur nie sur OX,x si Zréd = {x}. En
partiulier, si P = An+1S , et 0 ∈ X = V (f) est une singularité isolée, on retrouve la dénition
usuelle du nombre de Milnor donnée dans [SGA 7 xvi 1℄ :










1.3. Complexes de Koszul et dérivés des puissanes extérieures. 
1.3.1. Rappels et notations.  Soient R un anneau loal régulier, r un entier, et u = (u1, . . . , ur) :




x(u) : [0→ ΛrRr → · · · → Λk+1Rr → ΛkRr → · · · → Rr
u
→ R→ 0],
le omplexe de Koszul usuel, où R est plaé en degré 0 et Λk+1Rr → ΛkRr est donné par
x = ei1 ∧ · · · ∧ eik+1 7→ xxu =
k+1∑
j=1






= R/u(Rr), et le morphisme anonique Kosx(u)→ R/u(Rr) est un isomor-
phisme si, et seulement si, la suite u est régulière (omplètement séante dans la terminologie




< +∞ si l'on suppose de plus r = dim R.
Dualement, pour tout morphisme v : R→ Rr, on a le omplexe
Kos
∧(v) : [0→ R
v
→ Rr → · · · → ΛkRr
v∧
→ Λk+1Rr → · · · → ΛrRr → 0],
où R est à nouveau plaé en degré 0.




1.3.2.  Soient R et r omme préédemment, et Cv : [R
v
→ Rr] un objet de D−coh(R) (la
atégorie des omplexes bornés supérieurement de R-modules dont les groupes de ohomologie
sont de type ni), où R est plaé en degré −1.





Démonstration.  D'après l'isomorphisme de Quillen (f. [Ill72℄, i.4.3.2), on a LΛr(Cv) =
LΓr(Cv[−1])[r], où Γ désigne le fonteur non additif « algèbre à puissanes divisées » (les
tenseurs symétriques). Il est démontré dans lo. it., viii.2.1.2.1 que si L = [R
a
→ Rr], ses
omposantes étant plaées en degré 0 et 1, on a LΓr(L ) = Kos∧(a). Le lemme en déoule.
On trouvera dans lo. it. des résultats plus généraux : as des omplexes à omposantes
plates, et.
En partiulier, il résulte de la dualité de Koszul que le morphisme anonique LΛrCv →
ΛrH0(Cv) est un isomorphisme si v est une suite régulière.
1.5. Globalisation. 
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1.5.1.  Sous les hypothèses de 0.4, on a :
1. l'idéal Jaobien JX est l'annulateur du OX -module Ω
n+1
X/S . Par la suite, nous noterons
e : ZX/S = V (AnnΩ
n+1
X/S) →֒ X.
2. le morphisme anonique LX/S → Ω
1
X/S , où LX/S est le omplexe otangent déni
dans [Ill72℄, est un isomorphisme (dans la atégorie dérivée adéquate).
3. on a un isomorphisme anonique





4. le morphisme anonique
(1.5.2) LΛn+1Ω1X/S → Ω
n+1
X/S
est un isomorphisme si ZX/S est de dimension 0.
Le premier énoné résulte de 1.1.4. Le seond est bien onnu (f. [KS01℄, 1.5) et justie
la dénition que nous avons prise du faiseau T 1X/S dans le paragraphe préédent. L'isomor-
phisme 1.5.1 est une globalisation de 1.2.1, que nous laissons au leteur. (Voir [KM76℄ pour
la dénition du déterminant d'un omplexe parfait.) Rappelons ependant que loalement,





. Le dernier point résulte, par
loalisation, des aluls loaux préédents : LΛn+1Ω1X/S est aylique hors du degré 0.
1.5.2.  Pour mémoire, signalons le résultat suivant. Soit L le faiseau H−1Le∗Ω1X/S onsid-
éré dans [KS01℄. Sous les hypothèses de 1.1, le omplexe Le∗Ω1X/S est (loalement) isomorphe
au omplexe [e∗NX/P
0
→ (ie)∗Ω1P/S ], si bien que L est (loalement) isomorphe à e
∗NX/P . Le
faiseau inversible L ∨, loalement isomorphe à e∗N ∨X/P , est globalement isomorphe à e
∗T 1X/S .
2. Compatiation
Le résultat prinipal est le suivant :
2.1 Proposition.  Sous les hypothèses de 0.2, et si l'on suppose de plus S omplet, il
existe un S-shéma projetif et plat Y , purement de dimension relative n, lisse en dehors d'un
unique point fermé y de la bre spéiale Ys, tel que les hensélisés strits X(x) et Y(y) soient
S-isomorphes.
La démonstration fait l'objet des paragraphes 2.2 à 2.6. Dans le as de la dimension rela-
tive 1, un autre argument, dû à M. Raynaud, est donné en 2.8.
2.2.  CommeX est régulier et que toute S-immersion dans un S-shéma lisse est régulière,
il existe un entier r tel que (X,x) soit Zariski-loalement isomorphe à (V (f), 0), où f =
(f1, . . . , fr) est une suite régulière de A[t1, . . . , tn+r] = A[t] et {0} désigne l'origine de A
n+r
s .
On suppose désormais S omplet, X = V (f) et x = 0. Notons m (resp. mˆ) l'idéal maximal
en l'origine de A[t] (resp. du omplété A[[t℄℄) et mˆX (resp. mX) l'image de mˆ dans R
déf
= ÔX,x
(resp. l'idéal maximal de OX,x). Enn, supposons µ = µ(X/S, x) > 0.
2.3 Lemme.  Sous les hypothèses de 2.2, il existe un entier λX,x tel que pour toute suite
g = (g1, . . . , gr) de A[t1, . . . , tn+r], satisfaisant les r relations de ongruenes gi − fi ∈ m
λX,x
,
les deux shémas stritement loaux V (g)(0) et X(x) soient S-isomorphes.
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La démonstration se oupe en deux : une partie formelle (2.4), et une de desente aux
hensélisés.
2.4 Lemme (Susane des jets).  Pour tout r-uplet d'éléments g ∈ A[[t℄℄r, satis-
faisant f − g ∈ (mˆ3µ)r, il existe x = (x1, . . . , xn+r) dans A[[t℄℄
n+r
, tel que x ≡ t mod mˆ2 et
g(x) = 0 dans A[[t℄℄/(f). En d'autres termes, il existe un A-isomorphisme tangent à l'identité :
A[[t℄℄/(g)
∼
→ A[[t℄℄/(f), déni par ti 7→ xi.
Notons f ′ l'appliation linéaire A[t]n+r → A[t]r, dénie par les dérivées partielles ∂fi∂tj . Par
hypothèse, le nombre de Milnor
µ = longRR
r/Im(f ′R) ≥ 1,
est ni (f. 1.2), où f ′R désigne f




r ⊂ f ′RR
n+r
. On en déduit, pour tout c ∈ N, l'inlusion de sous-R-modules
de Rr :
(mˆµ+cX R)










, l'inlusion (⋆0) est
enore valable ave gR à la plae de fR. Considérons g ∈ A[[t℄℄
r
tel que g− f ∈ (mˆ3µ)r omme
dans l'énoné et tâhons de vérier les onlusions de 2.4. Soit ε ∈ Rn+r ; la formule de Taylor
pour g s'érit :




termes quadratiques en ε
)
.




tel que g′R · ε[0] = fR − gR. La







= gR(tR+ ε[0]) satisfait les inlusions (⋆c), pour le même µ, ar on a gR− g[0] ∈
(mˆ3µX )
r ⊂ (mˆµ+2X )
r





, i ≥ 0, telle que
g[i]
déf
= gR(tR + ε[0] + · · ·+ ε[i])
(
= g[i−1](tR + ε[i])
)
= fR + α[i+1],











On a gR(tR+ ε) = fR(tR). Don, si ε˜ ∈ (mˆ
2)n+r relève ε, alors x = t+ ε˜ vérie les onditions
de 2.4.
Algébrisation.  Montrons que l'entier λX,x = 3µ de 2.4 onvient pour 2.3. Soit
B = A[t1, . . . , tn+r]m
hs/(f1, . . . , fn) = R
hs;
par hypothèse les équations g1 = · · · = gn = 0 ont une solution dans B̂. Comme B est
l'hensélisé du loalisé d'un shéma de type ni sur un trait omplet don exellent, on peut
utiliser le théorème d'approximation de M. Artin. Ainsi, il existe des xi, 1 ≤ i ≤ n+r, ongrus
aux ti modulo m
2
X tels que g(x) = 0 dans B. On peut don dénir un A-morphisme ϕ :
A[t]m
hs/(g)→ B, par ti 7→ xi. Le morphisme ϕ̂ induit sur les omplétés est un isomorphisme ;
le morphisme ϕ est don étale et, nalement, un isomorphisme.
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2.5.  Soient X,n, et λX,x = λ omme préédemment. Le problème étant loal au voisinage
de x sur X pour la topologie de Zariski, on peut supposer qu'il existe un entier r et un S-
module E
∼
→ On+rS tel que X soit isomorphe à un sous-shéma fermé de V(E ), déni par
S-morphisme f : OrS → S(E ), satisfaisant les hypothèses de 2.2. D'après 2.3, on peut supposer
que f est à valeur dans
S(E )≤λ = OS ⊕ · · · ⊕ S
λ(E ).
Nous noterons f = f ⊗A k, et plus généralement par une barre − toute rédution dans k.
Remarquons qu'il est important de ne pas hoisir immédiatement d'isomorphisme Γ(S,E )
∼
→
An+r. Cela simplie les aluls qui vont suivre. (Je dois ette remarque à Lu Illusie.)
Pour tout morphisme a : OrS → S(E ), et pour tout entier i ∈ N, notons a
[i]
la omposante
homogène de degré i de a et a[≤i] = a[0] + · · · + a[i] sa partie de degré inférieur à i. Posons
E˜ = OSt0 ⊕ E , et PE = P(E˜ ). Si a est un morphisme O
r
S → S(E )≤λ+2, notons a˜ = a
[λ+2] +
t0a
[λ]+1 + · · · + tλ+20 a
[0]
. Enn, notons ϕa : Y (a) → S le Sshéma projetif V (a˜) →֒ PE ,
et y = (1, 0E ) ∈ (PE )s : 'est l'image de x par l'immersion omposée X →֒ V(E ) →֒ PE .
Remarquons qu'en vertu de 2.3, si a : OrS → S(E )≤λ+2 a pour λtronqué f , les hensélisés strits
Y (a)(y) et X(x) sont automatiquement S-isomorphes. On herhe a tel que Y (a) satisfasse les
autres onditions de 2.1, 'est-à-dire les hypothèses de lissité et de dimension relative hors de
y. Il sut de les vérier en les point fermés de la bre spéiale (privée de y). En eet, si elles
sont satisfaites en es points, le shéma Y (a) sera régulier en tous les points fermés de Y (a)s.
Comme le lieu reg(Y (a)) des points réguliers est ouvert (f. ÉGA iv.6.12.6), et ouvert ontient
néessairement toute la bre spéiale et, par propreté, on a l'égalité reg(Y (a)) = Y (a). De
même, le morphisme Y (a) → S est aussi plat ar il est plat en tous les points fermés de la
bre spéiale et son lieu de platitude est ouvert (f. ÉGA, iv.11.1.1). La bre générique est
lisse : tout point yη de Yη est générisation d'un point ys de Ys. Si ys est diérent de y, la
lissité est évidente par hypothèse tandis que si ys = y ela résulte du fait que l'on a supposé
Spec(OX,x) − {x} essentiellement lisse sur S. Finalement, pour démontrer 2.1, il nous sut
de démontrer la proposition suivante :
2.6 Proposition.  Il existe un morphisme a : OrS → S(E )≤λ+2 tel que a
[≤λ] = f et
Y (a)×S s soit lisse de dimension relative n hors de y.
Considérons le Sshéma T = V
(
Hom(OrS , S
λ+1(E ) ⊕ Sλ+2(E ))∨
)
, paramétrant les mor-
phismes a : OrS → S(E )≤λ+2 tels que a
[≤λ] = f . Enn, onsidérons la variété d'inidene
M = {(z,a) | z ∈ Y (a), non lisse de dim. rel. n en z} →֒ (PE − {y}) ×S T,
sa struture de shéma est préisée plus loin, à l'aide du ritère Jaobien. Elle est naturellement
munie de deux projetions p1 : M → PE et p2 : M → T . La proposition préédente est une
onséquene immédiate du lemme suivant :
2.7 Lemme.  Pour tout z ∈ (PE )s, z 6= y, on a dim p
−1
1 (z) = dim Ts − n− r − 1.
En eet, on aura alors dim Ms ≤ dim Ts − 1 et nalement dim p2(Ms) < dim Ts. En
partiulier, on aura p2(M(k)) 6= T (k), e qui démontre 2.6 en relevant arbitrairement un
élément de T (k)p2(M(k)).
Démonstration.  Soit z omme dans l'énoné. Pour démontrer le lemme, on peut hoisir un
isomorphisme E˜
∼
→ OSt0⊕· · ·⊕OStn+r tel que z ∈ (PE )s
∼
→ Pn+rs (resp. y) soit de oordonnées
(0, 0, . . . , 0, 1) (resp. (1, 0, 0, . . . , 0)). Cela résulte du fait que z est supposé diérent de y. Il
est équivalent de se donner a dans T (S) (resp. dans T (s)) et, pour haque i ∈ {1, . . . , r} et
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haque suite (nie) α ∈ Nn+r de somme |α| ∈ {λ+ 1, λ+ 2}, un élément ca,i,α dans A (resp.






















(resp. la même expression ave f i à la plae de fi). Considérons maintenant a ∈ p
−1
1 (z).
Néessairement, pour haque i ∈ {1, . . . , r}, le seul monme mα(t) qui ne soit pas nul évalué
en z est elui pour lequel α = (0, 0, . . . , 0, λ + 2)
déf
= β. La ondition z ∈ Y (a) s'érit don
gi(z0, z1, . . . , zn+r−1, 1) + ca,i,β = 0, pour haque i ∈ {1, . . . , r}. Plaçons nous dans l'ouvert
ane tn+r 6= 0 de P
n+r




1, · · · , t
′
n+r−1 les oordonnées









en z dans es oordonnées. Elle vaut :
∂gi
∂t′0
n+r zéros︷ ︸︸ ︷




où γ ∈ Nn+r est la suite (0, . . . , 0, λ + 1). En eet, pour que la dérivée partielle par rapport




1 · · · t
′αn+r−1
n+r−1 soit non nulle évaluée en (0, . . . , 0), il faut que α1 =
· · · = αn+r−1 = 0 et |α| = λ + 1. Pour α = γ ette dérivée partielle vaut 1. Si maintenant j
est un indie dans {1, . . . , n+ r − 1}, on a de même :
∂a˜i
∂t′j
(0, . . . , 0) =
∂gi
∂t′j




où γ(j) ∈ Nn+r est dénie par γ(j)j = 1, γ(j)u = 0 pour u /∈ {j, n + r}, et |γ(j)| = λ + 2.
On peut noter qu'ave es onventions, on a l'égalité χi,j = 0 pour tous les ouples (i, j)
onsidérés. Cela résulte du fait que t′20 divise tous les gi. Rappelons que si a ∈ T (s), et
z ∈ Y (a)(s), le morphisme ϕa est lisse de dimension relative n en z si, et seulement si, le
rang en z d'une matrie Jaobienne des a˜i (dans une arte ane quelonque ontenant z) est
égal à r. Finalement, la ondition a ∈ Mz est dénie par l'intersetion du sous-espae ane
Lz de odimension r de Ts d'équations gi(0, 0, . . . , 0, 1) + ca,i,β = 0 (i ∈ {1, . . . , r}) et du
sous-shéma de Ts d'équations les mineurs r × r de la matrie

ca,1,γ · · · ca,r,γ










ca,1,γ(n+r−1) · · · ca,r,γ(n+r−1)

 .
Comme les suites γ, γ(i), i ∈ {1, . . . , n + r − 1} sont distintes, le sous-shéma Min déni
par l'annulation de es mineurs est de odimension n + 1 dans l'espae ane Ts (f. par
exemple [Art76℄). De plus omme es suites sont diérentes de β, l'intersetion de Min ave
le sous-espae ane Lz est transverse. Ainsi, codimTs(Mz) = r+ (n+1), d'où le résultat.
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2.8. Le as de la dimension relative 1.  Voii l'argument de Mihel Raynaud qui
permet de démontrer diretement 2.1 dans le as des ourbes. Supposons X/S ane (et S
omplet). Notons Y = Xs la bre spéiale. Comme 'est une ourbe, il existe une ompat-
iation Z de Y , projetive, et lisse hors de x. Le s-shéma Z − {x} est ane et lisse don
(f. [SGA 1 iii 6.8℄) il existe un S-shéma formel ane et lisse T dont Z − {x} est la bre
spéiale. L'ane Y − {x} admet un unique relèvement formel U sur S. Il est naturellement
muni d'immersions ouvertes U →֒ T et U →֒ X̂. On peut don reoller T et X̂ le long
de U : le shéma formel T
∐
U X̂ est une déformation plate de Z, don propre sur S et
s'algébrise (f. [SGA 1 iii 7.2℄) en un shéma X ′ sur S propre et lisse hors de x sur S, qui est
formellement, don loalement pour la topologie étale (f. 2.2), isomorphe à X en x.
3. Démonstration du théorème 0.8
Commençons par remarquer que pour démontrer la onjeture 0.2, on peut supposer S
omplet. Il est bien onnu que le terme étale est invariant par une telle extension Sˆ → S
(f. [SGA 41
2
Th. Finitude 3.7℄). L'égalité µ(X/S, x) = µ(XSˆ/Sˆ, x) résulte de l'isomor-
phisme OZ
Sˆ
= OZS ⊗OS OSˆ , dans les notations de 1.2.1. Cei étant, on peut supposer
d'après 2.1, que X/S est propre ar les deux termes de l'égalité à démontrer ne dépendent que






tandis que la onjeture de Bloh prédit que
χ(X, LΛn+1Ω1X/S) = (−1)
nArt(X/S) = (−1)ndim totΦ(Fℓ). .q.f.d.
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